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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式
5.1.1 依概率收敛  

如 果 对 任 意    ， 有 下 式 成 立 ：0 

lim {| ( ) ( ) | } 0n
n
P     

→
−  =

则称       依概率收敛于     ，并记为{ ( )}n  ( ) 

( ) ( )P

n   ⎯⎯→

依概率收敛表明：随机变量  对  的绝对偏差不小于一个

给定正数的概率随着  的增大而越来越趋向于零。

𝜉𝑛 𝜉

𝒏
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式
5.1.1 依概率收敛  

依概率收敛于常数的随机变量有一条重要的性质：

若                      ，又      在点    处连续，则( ) ( )lim , limn n
n n

p X a p Y b
→ →

= = ( ),g x y ( ),a b

( ) ( ) ( )lim , ,n n
n

p g X Y g a b
→

=

特别地：

( ) ( ) ( )lim , lim , lim ( 0, 0)n
n n n n n

n n n
n

X a
p X Y a b p X Y ab p Y b

Y b→ → →
 =  = =  
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( )2 2
( ) ,

1
n

n
f x x

n x
= −   +

+

案例1 设随机变量      服从柯西分布              ，其概率密度为：nX
1

0,C
n

 
 
 

试证：随机变量序列       依概率收敛于0，即       。 nX ( ) lim 0n
n

p X
→

=

证明：由依概率收敛的定义，对任意          ，0 

   
( )2 2

2
| 0 | | | arctan

1
n n

n
P X P X dx n

n x




  



+

−
−  =  = =

+


则：                      因此     依概率收敛于0。 
2

| 0 | arctan 1nP X n 


−  = = nX
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式
5.1.2 依分布收敛  

设随机变量          的分布函数分别为     及        

如果 ，

( ), ( )n    ( )nF x ( )F x

( ) ( )W

nF x F x⎯⎯→ 则称      依分布收敛于{ ( )}n 

，记为( )  或( ) ( )L

n   ⎯⎯→ ( ) ( )d

n   ⎯⎯→ 。
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式
定理1 ( ) ( ) ( ) ( ).P L

n n       ⎯⎯→  ⎯⎯→

证明: 因为，对      , 有x x 

{ } { , } { , }n nx x x x x       =   +  

{ } { , }n nx x x     +  

所以， ( ) ( ) { , }n nF x F x P x x   +  

{ , } {| | } 0n nP x x P x x       −  − →

因为    依概率收敛于 ，则{ }n 

因而有 ( ) lim ( )n
n

F x F x
→

 
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式
同理，对              ,x x 

{ } { , } { , }n nx x x x x       =   +  

{ , } { }n nx x x     + 

类似可得:              lim ( ) ( )n
n
F x F x

→


所以对         ，有x x x   ( ) lim ( ) lim ( ) ( )n n
nx

F x F x F x F x
→→

   

( ) lim ( )n
n

F x F x
→

=
如果  是    的连续点，则令     趋于  可得x( )F xx ,x x 

证毕.
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

定理1逆命题不成立.

若对一切 ,令 ,显然 的分布列也

是(1)因此，

( ) ( )n   = − ( )n n

( ) ( )L

n   ⎯⎯→

案例1 若样本空间                           ，定义1 2 1 2

1
{ , }, ( ) ( )

2
P P    = = =

随机变量     如下：                  则 的分

布列为

( ) 
1 2( ) 1, ( ) 1,   = − = ( ) 

1 1

1/ 2 1/ 2

− 
 
 

(1)
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但是, 对任意的        ，因

因此，      不依概率收敛于     。{ ( )}n  ( ) 

0 2  {| ( ) ( ) | } ( ) 1nP P    −  =  =

但是在特殊场合却

有下面的结果:

定理2 设  是常数，则 C ( ) ( ) .P L

n nC C   ⎯⎯→  ⎯⎯→
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{| | } { } { }n n nP C P C P C     −  =  + +  −

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 1 0 0.

n

n nF C F C F C F C   →= − + + − + ⎯⎯⎯→ − + + − +

= − + =

证毕.

定理2 设  是常数，则 C ( ) ( ) .P L

n nC C   ⎯⎯→  ⎯⎯→

证明：由前面的定理可知，只须证明由依分布收敛于

常数可推出依概率收敛于常数。事实上，对任意 >0,

( )
0,

1,

x C
F x

x C


= 


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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

拓展1：r阶矩收敛  

lim | | 0r

n
n
E  

→
− =

设对随机变量   及  有 ，其中n  | | , | |r r

nE E    

为常数，如果 ，则称0r 

r 阶(矩)收敛于，并记为
r

n ⎯⎯→

在r阶收敛中，最重要的是r=2的情况，称为均方收敛。

 n
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

拓展2：几乎处处收敛  

{lim ( ) ( )} 1n
n

P    
→

= =如果 ，则称              以概率1收敛

于         ，又称             几乎处处收敛于          ，记为 ( ) 

{ ( )}n 

( )  { ( )}n 
. .( ) ( ).a s

n   ⎯⎯→
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

r 阶收敛与依概率收敛的关系

定理3 .r P

n n   ⎯⎯→  ⎯⎯→

| |
{| | }

r

n
n r

E
P

 
  



−
−  

证明:

先证对于任意     ，成立0 

这个不等式是Chebyshev不等式的推广，称作Markov

不等式。

| |
{| | }

r

r

E C
P C


 



−
−  
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事实上,若以    记     的分布函数，则有( )F x n −

| | | |

| |
{| | } d ( ) d ( )

r

n rx x

x
P F x F x

 
  

 
−  =  

定理3逆命题不成立。下例说明：由依概率收敛或几乎处

处收敛不能推出以r阶收敛。

r r| |

| |1
| | d ( )

r
r n

x

E
x F x



 

 

−
  0n→⎯⎯⎯→



西安交通大学

§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

定理4
.( ) ( ) ( ) ( ).a s P

n n       ⎯⎯→  ⎯⎯→

反例: 依概率收敛不能导致几乎处处收敛

∀ k∈N，把 (0,1] k 等分，定义 k 个随机变量：

1
1, ,

( ) , 1,2, , .

0,

ki

i i

i kk k


 

 − 
  = = 


 otherwise

L

1
0, (| ( ) | ) , 1, 2, , . (*)kiP i k

k
      = = L

取 P 为勒贝格测度，则
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

11

21 22

31 32
33

1

23

45
6

将 依次记为 如图:kiη
n



即 .
2

)1(
,)()(

−
+==

kk
inkin ωηωξ
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

.0)|)((|lim)|)((|lim ==
→→

 ki
k

n
n

PP由(*)式， ，0 

从而， ，同时， ，总有无数个0)(
P

n → ]1,0(

1=ki n，以及无数个 ，所以 处处不收敛。0=ki

，可见，矩收敛也不能蕴涵几乎处处收敛。

上述 满足 ，即n
1

| | | | 0,r r

n kiE E as n
k

 = = → →

0)(
r

n →
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

收敛性小结

依分布收敛  ( ) ( )d

n   ⎯⎯→

依概率收敛  ( ) ( )P

n   ⎯⎯→

r阶矩收敛  
r

n ⎯⎯→

几乎处处收敛  
. .( ) ( ).a s

n   ⎯⎯→
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

依分布收敛  

依概率收敛  

r阶矩收敛  几乎处处收

敛  
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式
5.1.3 切比雪夫不等式  

证明（X为连续型）设X 的概率密度为f(x)，则

2

2
D(X)






==

2
dxxfx )()(

+

−
− 2

2

1



证毕.

定理 设随机变量X 的数学期望E(X )= ，方差D(X )=2，

则对任意的正数，有  或
2

2
{| | }P X  


−  

2

2
{| | } 1P X  


−   −


−

=
||

)(
x

dxxf 
−

−







||

2

2

)(
)(

x

dxxf
x

  − || XP
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

  这个不等式给出了在随机变量X的分布未知的情况下事

件|x-μ|<ε的概率的一种估计方法。例如

88890
9

1
13 .}|{| =−−XP

 切比雪夫不等式从另一角度体现了方差D(X)的意义。

从切比雪夫不等式可以看出，随机变量X的方差越小，则

X的取值越集中在其中心E(X)的附近。方差越小，X取值

越集中在区间(E(X)-ε, E(X)+ε)之内。 

切比雪夫不等式的意义
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 6000

 

设有一大批种子,其中良种占1/6.试估计在任选的

粒种子中,良种所占比例与1/6比较上下小于1% 的概率。

   6000  X解:设 表示 粒种子中的良种数 ，则

( ) ~  B 6000,1/ 6 X
6

5000
)(,1000)( == XDXE

 60100001.0
6

1

6000
−=









− XP
X

P 260

65000
1

−
−

7685.0
108

83
==

案例2
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§5.1 随机变量的收敛性与切比雪夫不等式

案例3 若某班某次考试的平均成绩是75，方差为10，试
估计及格率至少是多少？

解：设随机变量X表示学生的成绩，由题意知E(x)=75，
D(x)=10,由切比雪夫不等式知

     157525751510060 −−−= XPXPXP

956.0
225

215

225

10
1 ==−

因此估计及格率至少95.6%
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大数定律的客观背景

  

(1) 频率稳定性

(2) 大量测量结果算术平均值的稳定性。    

大量抛掷硬币
正面出现频率

生产过程中
的废品率 字母使用频率
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抛硬币试验 将一枚硬币连续抛n 次,记A={ 正面朝上次数为n
A

次} 则 A发生的频率为 f
n

(A) =

实验者 n nA ξ n

0.5069

0.5181

0.5016

0.5005

蒲丰(18世纪) 4048 2048

德 · 摩根(19世纪) 2048 1061

皮尔逊(19世纪) 12000 6019

皮尔逊(19世纪) 24000 12012

罗曼诺夫斯基(20世纪) 80640 39699 0.4923

可见 → P(A) =0.5fn (A) = A

n
n )( →n

概率论历史上几个有名的“抛硬币”试验：
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思考 在抛硬币试验中会不会出现下列情形？

情形(1)每次试验全出现正面 1)( ==
n

n
Af A

n

情形(2)每次试验全出现反面 0)( ==
n

n
Af A

n

在理论上完全可能出现,但出现的概率非常小!

即当 时,概率越来越小、趋于零。→n
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若存在常数
任意的 > 0,有

C ，使得 则对,2,1,)( = kCXD k

1}|)(
11

{|lim
11

=− 
==

→


n

k

k

n

k

k
n

XE
n

X
n

P

5.2.1 切比雪夫大数定律

切比雪夫

定理(切比雪夫大数定律)设随机变量序列 相

互独立，它们分别存在数学期望与方差 ),(),( kk XDXE

1 2, , , ,nX X XL L
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2
1 1

1 1
( )

n n

k k

k k

C
D X D X
n n n= =

 
=  

 
 

由切比雪夫不等式可得

  2 2

( )
1 ( ) 1 1 ,n

n n

D Y C
P Y E Y

n


 
 −   −  −

证明 由于             相互独立.于是1 2, , , ,nX X XL L
1

1 n

n k

k

Y X
n =

= 令

→n ，即在上式中令

证毕.
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推论1(独立同分布下的大数定律)

设随机变量  ,,,, 21 nXXX 相互独立，且具有相同的

数学期望和方差 ),,2,1()(,)( 2 === kXDXE kk 

作前n个随机变量的算术平均 ，则对任意
正数 有


=

=
n

k

kX
n

X
1

1


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如我们要测量某段距离，在相同条件下重复进行n次，得n个

测量值，它们可以看成是n个相互独立的随机变量,具有相同

的分布、相同的数学期望 μ 和方差      ，由推论知，只要n充

分大，则以接近于1的概率保证                   

2


=


n

i

iX
n 1

1


解释：推论使我们关于算术平均值的法则有了理论上的依据。

这便是在n较大情况下反映出的客观规律，故称为“大数”定律。
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推论2(泊松大数定律)

如果在一个独立试验序列中，事件  在第  次试验中出

现的概率等于  ，以   记在前n次试验中事件A 出现的

次数，则对任意     ，都有

A k

n

0 
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1
, (1 ) ,

4
k k k k kE p D p p = = − 

1

=
n

n k

k

 
=

 ，

证明：定义  为第k次试验中事件A 出现的次数，则k

再利用切比雪夫大数定律立刻推出结论。

明显，当       泊松大数定律即为伯努利大数定律
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5.2.2 伯努利大数定律
设nA是n次重复独立试验中A发生的次数，p是事件A在每次试验

中发生的概率,则对任意 > 0,有

0lim =









→

p
n

nA

n
-P1lim =










→

p
n

nA

n
-P 或

因而E(Xk)=p, k=1,2,…,  由切比雪夫大数定理的推论，
证明： nA XXXn +++= 21因为 ),,(~ pnbnA 有

1
1

lim

1

=















=
→

pX
n

P

n

k

k
n

- 1lim =









→

p
n

n
P

A

n
-即

)(),( →⎯→⎯ nAP
n

n PA 证毕.
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1.伯努利大数定理以严格的数学形式表达了频率的稳定性.

[注]

2.伯努利大数定律提供了通过试验来确定事件概率的方法.

在实际应用中，当试验次数很大时，往往用事件发生的频

率来代替事件的概率。
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故而当 n 很大时, 事件发生的频率与概率有较大偏

差的可能性很小。根据实际推断原理, 当试验次数很大

时, 便可以用事件发生的频率来代替事件的概率。

             

 

An

n

p

伯努利大数定律表明事件发生的频率 依概

率收敛于事件的概率 ，它以严格的数学形式表达

了频率的稳定性。
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5.2.3 辛钦大数定律
定理 (辛钦大数定律) 设 是相互独立的随

机变量序列,它们服从相同的分布,且具有有限的数学期望                  

，则对任意的     ，有

 ,,,, 21 n

a 0

即 .
1

1

a
n

n

i

P

i
=

→ξ
1

1
lim 1

n

i
n

i

P a
n

 
→

=

 
−  = 

 

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证明：由于               具有相同分布，故有相同的特

征函数，设为 f (t) ，因为数学期望存在，故 f (t) 可展开成：
1 2, , , ,n  L L

而                的特征函数为
1

1 n

i

in


=



( ) 1 ( )

n n
t t t

f ia o
n n n

   
= + +   

   

对于固定的 t， ( ) ( )

n

iatt
f e n
n

 
→ → 

 
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极限函数        是连续函数，它是退化分布          所对应的特征
函数。由逆极限定理，有

最后由依分布收敛和依概率收敛的关系定理知：

iate ( )aI x

1

1
.

n L

i

i

a
n


=

→

依概率收敛于常数 a  , 从而证明了定理。
1

1 n

i

in


=


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依概率收敛于何值？

案例4 设 是独立同分布的随机变量序列，且每个    

都服从参数为      的泊松分布， 试问当        时，        

 nX nX

0  n→
2

1

1 n

n k

k

Y X
n =

= 

解：由于                是独立同分布的随机变量，且
2 2 2

1 2, , , ,nX X XL L

( ) ( ) ( )
22 2

k k kE X E X D X  = + = +  

辛钦大数定律可知，当       时，          依概率

收敛于：                  。

对于             应用  2 , 1, 2,nX n = L

n→ 2

1

1 n

n k

k

Y X
n =

= 

( ) ( )2 2

n kE Y E X  = = +
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(1)Khintchin大数定律

为寻找随机变量的期望值提

供了一条实际可行的途径

小结：大数定律的意义

1

1
( )

n n

i

i

X n

n

X E X
n =


充分大

这一定理表明：同一量 在相同条件下观测 次，当观

测次数 充分大时，“ 观测值的算术平均值接近期望值”

是一个大概率事件，即下式以大概率成立：
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(2)Bernoulli大数定律

( )
n

A

n

n A

f P A
充分大

这一定律表明：在相同条件下重复同一随机试验

次，当试验次数 充分大时，“ 事件 发生的频率

接近其概率” 是一个大概率事件，即下式以大概率
成立：

寻找随机事件概率提供了

一条实际可行的途径
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大数定律的应用

案例5 (用蒙特卡洛方法计算定积分)为计算积分 ( )d
b

a
J g x x= 

可以通过下面的概率方法实现:

任取一列相互独立的，都具有            中均匀分布的随机变量       

， 则               也是一列相互独立同分布的随机变量，且

[ , ]a b

{ }i { ( )}ig 

1
( ) ( )d

b

i
a

J
Eg g x x

b a b a
 = =

− −
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便能得到    的数值。为求               ，使用大数定律，因为

§5.2 大数定律

既然 ，因此只要能求得                ，( ) ( )iJ b a Eg = −  ( )iEg 

( )iEg J

1 2( ) ( ) ( )
( )Pn
i

g g g
Eg

n

  


+ + +
⎯⎯→

L

只要能生成随机变量序列               就能对前面的积分进行数

值计算。而生成             的关键是生成相互独立同分布的 

{ ( )}ig 

，这里的     服从           上的均匀分布。

{ ( )}ig  { }i

i [ , ]a b
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现在已经可以把上述想法变成现实。这就是在电子计

算机上产生服从均匀分布      的随机数    。[ , ]a b { }i

这种通过概率论的想法构造模型从而实现数值计算的

方法，随着电子计算机的发展， 已形成一种新的计算方

法——概率计算方法，亦称蒙特卡洛(Monte Carlo)方法

。它在原子物理、公用事业理论中发挥了不少作用，这

个方法的理论根据之一就是大数定律。

§5.2 大数定律
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至于计算积分，蒙特卡洛方法的实用场合是计算重积分

其中P是m 维空间中的点。

( )d
K

I g P P= 

§5.2 大数定律
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中心极限定理的客观背景

  
自然界许多随机指标均服从或近似服正态分布

例 子弹和炮弹的弹着点
测量误差
一个班级的课程考试成绩
人的身高和体重
一个城市的日平均耗电量
农作物的产量
海浪的高度
……

问题： 产生这一现象的原因是什么?
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同时，在实际问题中，常需考虑许多随机因素所产生

总影响。例如：炮弹射击的落点与目标的偏差就受着许

多随机因素的影响。如空气阻力所产生的误差，瞄准时

的误差，炮弹或炮身结构所引起的误差等等。对我们来

说重要的是这些随机因素的总影响。
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例:步枪射击时,子弹落点的横向偏差 服从正态分布

瞄准误差 1



抖动引起的误差 2

21 ξξη +=
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子弹火药量的微小
差异引起的误差 3

例:步枪射击时,子弹落点的横向偏差 服从正态分布

321 ξξξη ++=
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弹头质量差异
引起的误差 4

空气流的微小扰
动引起的误差 5

例:步枪射击时,子弹落点的横向偏差 服从正态分布

54321 ξξξξξη ++++=
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nξξξξξξξη +++++++= 654321

弹头外形上细小差别而导致
空气阻力不同引起的误差 6

独立随机变量之和

问题: 当 时,在什么情况下， 的极限
分布是正态分布？

→n 
=

=
n

i

in

1

ξη

例:步枪射击时,子弹落点的横向偏差 服从正态分布
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设随机变量X1,X2,…,Xn,… 相互独立,服从同一分布,且

E(Xk)=，D(Xk)=
2
 0 (k=1,2,...)，则





n

n
n

i
i

n

 =
−

=
1
X

Y

).(
2

1
2

2

xdte

tx

==
−

− 

定理表明, 当n充分大时, Yn近似服从标准正态分布.

的分布函数Fn(x)满足:对任意实数x，有


















−

=
 =

→→
x

n

n
x

n

i
i

n
n

n 


1

lim)(lim
X

PF

),(X
1

2     

1 ~ n
N

n
X

n

i i




近似

 =
=

§5.3 中心极限定理
5.3.1 独立同分布的中心极限定理
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§5.3 中心极限定理

1 ~ (0,1)

n

i a
i

X n

N n
n





=

−

→+


表明： , 。由正态分布的性质，

1 2

2

1

, , ,

~ ( , )

n
n a

i

i

X X X

X N n n 
=



L 独立同分布，无论他们服从什么分布，

一定有

即: 一个由许多独立同分布随机变量作用形成的随机
变量，其概率分布一定是近似正态分布。

2

1

~ ( , )
n a

i

i

X N n n n 
=

有 。这就是说：当 充分大时，只要
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1 1

( )

( )

,

n

n n

i i

i i
n

f t

X n X

n n



 


 

= =

−

− −

= =
 

设X 的特征函数为 ，则由于

则其特征函数为

证明：

§5.3 中心极限定理

(0) 0f  =知 2 2(0) ( (0)) ( )nf f D X   − + = − =

(0)
( ) ( ) ( ) 0

n

n n

t f
f t f E X

in




 
= = − = 
 

,又由于 ，
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§5.3 中心极限定理

由于 是连续函数，它对应的分布函数为N(0,1)，因此
由逆极限定理知

2 / 2te−

lim { } ( )n
n
P x x

→
 = 

证毕.

2(0)
( )Taylor ( ) (0) (0)

2!

f
f t f t f f t t


= + +而 展开为

所以,
2

2
2 /21

1
2

nn

tt t
f t o e

n nt

−
     

= − + →    
      

2
2 2 2( ) 1 ( )

2
o t t o t


+ = − +
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案例5 一盒同型号螺丝钉共100个,已知该型号的螺丝钉的

重量是一个随机变量，期望值是100g，标准差是10g，求

一盒螺丝钉的重量超过10.2kg的概率。
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解 设Xi 为第i个螺丝钉的重量, i=1,2,…,100, 则Xi相

    互独立同分布. 
=

=
100

1i

iXX

且 .100,...,2,1,10)(,100)( ===== iXDXE ii 

于是, 一盒螺丝钉的重量为

由中心极限定理，

}{ 10200
100

1


=i

iXP























−


−

=

=

100

10010200

100

100
100

1








i

iX

P

02275.097725.01)2(1 =−=−

























−

=

= 2

100

10000
100

1i

iX

P
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案例6 根据以往经验，某种电器元件的寿命服从均值为

100小时的指数分布，现随机抽取36只，设它们的寿命是

相互独立的，求这36只元件寿命总和超过4000小时的概

率



西安交通大学

§5.3 中心极限定理

解 假设 表示第i只元件的寿命，i=1,2,3,...36。由题意

知 所求概率为：.100)(,100)( 2== ii XDXE

}4000{
36

1


=i

iXP

























−




−

=


=

600

36004000

10036

36100
36

1i

iX

P

2514.07486.01)
3

2
(1 =−=−

iX
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).(
2

1

)1(
lim 2

2

xdtex
pnp

np tx
n

n
==
















−

− −

−→  


P

设随机变量n(n =1,2,…)服从参数为n，p(0< p < 1)的二项

分布，则对任意 x，恒有

5.3.2 棣莫弗-拉普拉斯定理中心极限定理
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§5.3 中心极限定理
证明：n可以看成n个相互独立的服从同一(0-1)分布的随机
变量X1,...,Xn之和，即   n21n XXX +++= η

nippXDpE(X ii ,,2,1),1()(,) =−==

dtex
pnp

np
P

t
x

n

n

2

2

2

1

)1(
lim

−

−→ =













−

−

π

η

此定理表明，正态分布是二项分布的极限分布，所以当n充

分大时，我们可以用正态分布近似二项分布.

由定理1知，



西安交通大学

§5.3 中心极限定理

案例7 某车间有200台车床独立工作,设每台车床的开工率

为0.6,开工时耗电1千瓦，问供电所至少要供多少电才能

以不小于99.9%的概率保证该车间不会因供电不足而影响

生产？
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解 记X为200台车床中工作着的车床台数，则X~b(200, 0.6). 

 按题意，要求最小的 k ，使P{X k} 0.999

由定理2
-200 0.6 200 0.6

{ }
200 0.6 0.4 200 0.6 0.4

X k
P X k P

 −  
 =  

    

-120 120 120
0.999

48 48 48

X k k
P Φ

− −   
=      

   
120

3.1
48

k −
 ,48.411k

至少供电142千瓦,才能保证车间以不小于99.9%的概率正常
工作。
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 

 

1/ 3. 100

280 320 .

X

P X 

售报员在报摊上卖报，已知每个过路人在报摊上买

报的概率为 令 是出售了 份报时过路人的数目，

求

案例8
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§5.3 中心极限定理

100

1 2 100

1

, , , , , ( ) 300,k

k

X X X X X E X
=

= =L因为 相互独立

1

1 2 100

−

=, , , ,L

解

则

令 表示售出了第 份报纸后到售出第 份报纸时

的过路

 

人数

:
i

X i i

i   ( )
1

1/31 ,
k

i pP X k p p
−

== = −

2

1/3 1/3

1 1
E( ) 3, D( ) 6i i

p p

p
X X

p p
= =

−
= = = =

 
320 300

280 320
600

P X
− 

    
 

所以( ) 600D X =

280 300 20
2 1 0.5858

600 600

−   
− =  − =   

   
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小结： 中心极限定理的意义

（1）Lindeberg-Levy中心极限定理

§5.3 中心极限定理

1

n

i

i

X
=

所以， 的有关概率问题可利用正态分布求解。

2

1

~ ( , )
n

i

i

X N n n 
=


近似
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（2） De Moivre-Laplace中心极限定理

§5.3 中心极限定理
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§5.3 中心极限定理
中心极限定理的应用

Lindeberg-Levy（林德伯格-列维）中心极限定理有着广

泛应用。在实际工作中，只要 n 足够大，便可以把独立同

分布的随机变量之和当作是正态变量。此做法在数理统计

中用得很普遍。

例 (正态随机数的产生)
设              是相互独立、均服从[0,1]均匀分布的

随机变量，这时Lindeberg-Levy中心极限定理的条件得到满

足，故                渐进于正态变量。

1 2, , , ,n  L L

1 2 n  + + + +L L
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§5.3 中心极限定理

一般n 取不太大的值
就可满足实际要求, 在蒙
特卡洛方法中 , 一般取 

n=12。

均匀分布卷积
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§5.3 中心极限定理
◆在二项分布计算中的应用

由积分极限定理, 当p不太接近于0或1,而n又不太小时,对

二项分布的近似计算有下面的公式：

2 1k np k np

npq npq

   − −
  −      

   

1 2
1 2{ } n

n

npk np k np
P k k P

npq npq npq




 −− − 
  =   

  
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§5.3 中心极限定理

实际计算中，往往用下面的修正公式计算效果更好。

2 1
1 2

0.5 0.5
{ }n

k np k np
P k k

npq npq


   − + − −
    −      

   
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§5.3 中心极限定理
案例9 (近似数定点运算的误差分析)

数值计算时，任何数x都只能用一定位数的有限小数y来

近似，这就产生了一个误差 。x y = −

在下面的讨论中，我们假定参加运算的数都用十进制定

点表示，每个数都用四舍五入的方法取到小数点后五位，

这时相应的舍入误差可以看作是

上的均匀分布。

5 5[ 0.5 10 ,0.5 10 )− −−  
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§5.3 中心极限定理

现在如果要求 n个数                                的和    ，在数值
计算中就只能求出相应的有限位小数               的和     

，并用    作为    的近似值。

( 1,2, , )ix i n= L S
( 1, , )iy i n= L

T T S
下面计算这样做造成的误差                   是多少？因为

故

S T = −

1 1 1 1

( )
n n n n

i i i i i

i i i i

S x y y 
= = = =

= = + = +   
1

n

i

i

 
=

=
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§5.3 中心极限定理

这种估计方法显然太保守，下用概率论方法估计。这时

直接求       的分布不容易，但当n较大时用极限定

理作为工具，则能使问题很快得到解决。因为
1

n

i

i

 
=

=

5 2 5(1 10 ) 0.5 10
0, .

12 3
i iE D   

− − 
= = = = =

一种传统的估计方法是这样的：由于

所以 以            为例，

5| | 0.5 10i
− 

5

1

| | | | 0.5 10
n

i

i

n  −

=

    10000n =

| | 0.05 所得的误差估计为
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§5.3 中心极限定理
如果假定舍入误差     是相互独立的，n又较大，那么根据

Lindeberg-Levy中心极限定理知：
i

2 2

1

1
{ } d

2

n k
t

i
k

i

P k n e t 


−

−
=

  

取           时上式右边为0.997，因此我们能以 99.7%的概率
断言：

3k =
5

30.5 10
| | 3 100 0.866 10 .

3


−
−

   = 

这仅仅是传统估计法中误差上限的60分之一。
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谢谢大家！
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